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非线性稳定性与奇异值的关 系
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摘要 研 究了奇异值 的大小与基流 的非线性稳定性和不稳定性的关系
.

结果表

明
.

,

它们两者之间存在很好的对应关系 ;奇异值的大小随着基流的稳定性 (不稳定性 )

加强而变小 (增大 )
.

稳定情形下最大奇异值 明显小于不稳定情形下的最大奇异值
.

关键词 奇异值 非线性稳定性 非线性不稳定性

大气
、

海洋运动本质上是非线性的
,

然而
,

处理非线性问题是复杂
、

困难的
.

某些情况下
,

将非线性过程简化为线性在一定范围内是有效 的
、

可行的
.

因而
,

在有效的线性近似范 围内
,

奇异值
、

奇异向量广泛应用于理论研究和实际应用
,

例如可预报性 〔’ 〕和集合预报川的研究
.

最大奇异值的大小表示一定范数意义下
,

初始扰动在有限时间段 (优化时段 )内所可能达

到的最大增长率
,

此最大奇异值对应的第一奇异 向量即为增长最快的初始扰动
.

显而易见
,

奇

异值
、

奇异向量的概念与有限时间段内的线性稳定
、

不稳定 问题紧密相关川
.

另一方面
,

存在

若干非线性稳定性的定义【4〕 ;其中有一种定义如下
:
对 于任一初始扰动

,

无论经过多长时间的

演变
,

在一定范数意义下其增长率都不会超出某一常数
.

这种非线性稳定性 的定义【4 一 “ 〕被广

泛应用
,

且其对应 的稳定性问题也研究得 比较多
.

从上述奇异值和非线性稳定性的定义来看
,

它们两者间应该存在着某些关系
.

一般而言
,

非线性问题相对 比较复杂
,

要建立非线性稳定性的判据是 比较困难的
.

然而
,

要得到奇异值却

相对容易些 (至少可以通过数值的方法 )
.

若能够得到非线性稳定性和奇异值间的关系
,

就可

以从奇异值中得到一些关于非线性稳定性的有用的信息
.

以下
,

我们将利用一些特殊情形下

的非线性稳定性判据陈
6 〕

,

讨论非线性稳定性和奇异值间的关系
.

以二维正压准地转模式为

例
,

研究能量范数意义下最大奇异值的大小随基本流非线性稳定性 的加强 (减弱 )的变化
.

从

结果来看
,

非线性稳定和不稳定基流下最大奇异值的大小间存在着明显的差异
.

因此
,

奇异值

的大小能够反映非线性稳定性
、

不稳定性的一些特征
.

1 模式

二维正压准地转模式可写为

2 X( 刃扬一 收稿
,

2X( X]
一

08
一

14 收修改稿
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+ 日 (协
,

p )
= 0

,

算子 ;位涡 尸 的表达式如下

( 1 )护一丙

其中
,

协为流函数 ; 日(价
,

尸 )是二维 J` ob

” = , ` 一
“ + , +

着
hs

( 2 )

其 中
,

: =

岳是 osR sbr 变形半径平方的倒数 ; f 是 C ior of i ,
参数 ; 、

:

是地形
.

东
、

西边界取为

占
立 J

周期的 ;南
、

北边界取为刚壁
,

即

癸{
, 二 。 , 2 , 二 0

`

( 3 )

一 , ,
二 ,

、

, 、 * 口 。 脚 时 }
此外

,

还应满足 杀 l 第 } d x = 0
.

_
/ . ,

一
r · ;

一 。 t J 。 。 , 一
, = 。 , Z y -

一
’

将方程 ( l) 与 ( 2 )线性化
,

得到它的切线性模式屯7〕
,

再从切线性模式写出伴随模式
,

然后
,

可以计

算出奇异值 〔“
, 9 〕

.

2 数值结果

我们将分析数值实验的结果
,

分别讨论不考虑地形 因子和考虑地形因子时
,

能量范数意义

下最大奇异值的大小与非线性稳定性的关系
.

不考虑地形因子

我们首先讨论不考虑地形因子的情形
.

基流的选取如下 巨̀“ 〕

,

沪(力为基本流的流函数 ;

为位移
.

, ( , )
= , 。一 (豁

+ ·

)
,

( 4 )

沪。 为 沪(妇的振 幅 ;l 为基本流的波数 ; Y 为南北 向距离 的一

1中;a.2其半

这种情形的非线性稳定性判据 s[,
“ , `0] 为

l < 1
.

( 5 )

由 ( 5 )式可知基流的非线性稳定性 由波数 l 确定
.

随着波数 l 增大 (减小 )
,

基流稳定性减弱

(加强 )
.

同时考虑到切线性模式的有效时段 [’例
,

在刚壁边界条件下
,

非线性稳定和不稳定基

流的有效时段分别为 3 和 2 d
.

因此我们在线性近似都有效的范围内 ( Z d)
,

作了一些数值实

验来计算奇异值
.

图 1 ( a) 和 ( b) 显示了优化时段分别为 24
,

30
,

36
,

42
,

48 h 的最大奇异值的大

小随基流波数 l 的变化
.

为了研究非线性稳定与非线性不稳定基流情形下奇异值间的不 同
,

我们计算了 20 个稳定的例子和 20 个不稳定的例子的最大奇异值 以及它们的平均值
,

结果见

表 1
.

表 1 稳定与不稳定基流对应的最大奇异值的均值 (不考虑地形因子 )

优化时段 / h

类 型

稳定

不稳定

24 3 0 36
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图 1 最大奇异值随基流波数 l 的变化

(
a

) 非线性稳定基流 ; ( b ) 非线性不稳定基流 ; (
C

) 非线性稳定基流并考虑了地形因子 ; ( d) 非

线性不稳定基流并考虑了地形因子

优化时段分别为
:

48 h( 实线 )
,

42 h (虚线 )
,

36 h( 点线 )
,

30 h( 虚
一

点线 )
,

抖 h( 虚
一

点
一

点线 )

从图 1 (
a
)

,

( b )和表 1
,

我们可得以下结论
:

( l) 稳定情形下最大奇异值明显小于不稳定情形下最大奇异值
.

(2) 优化时段越长
,

则最大奇异值越大
,

而且非线性稳定
、

不稳定情形下 的最大奇异值间的

差别也越大
.

( 3) 最大奇异值的大小受波数 l 的影响很大
,

随着波数 l 减小 (稳定性增加 )
,

最大奇异值

迅速下降
.

2
.

2 考虑地形因子

下面讨论考虑地形因子时的情形
.

基流和地形 〔’倒取如下形式
:

基流

州力
=

, 。 、 , 1。 i n

(豁)
+ , 2。 。 S

(豁)
· , 1 5 1·

(打飘要
,

)
· ” 2

一 (丫(兴)
’ 一

赞
,

)
,
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地形

( h力
= * 。

(
, 1 5 1·

(豁)
· , 2。。 S

(豁)
· `

)
·

( 7 )

其中
,

必(刃
,

沪。
,

l 和 Y 的意义与 2
.

1 节相 同 ; h (妇为地形 ; h 。
是地形 h (力的振幅 ; y l ,

y Z ,

A l

和 A:
为系数

,

其余参数的定义见文献 〔10]
.

非线性稳定性判据以
6 , ’ “ 〕如下

。 ·

(兴)
’ · ; 一

赞
·

(兴)
2 · F

( 8 )

由文献【5 ]
,

〔6」和「1川可知基流的稳定性随波数 l 的增大而下降 ;同时考虑到切线性模式的有

效时段 [ ’ o」( Z d )
,

类似于 2
.

1 节的作法
,

图 1 (
。

)
,

( a )显示优化时段分别为 抖
,

3 0
,

3 6
,

妮
,

4 s h 的

最大奇异值的大小随基流波数 l 的变化
.

类似地
,

我们也计算了 20 个稳定 的例子和 20 个不稳定的例子的最大奇异值以及它们的

平均值
,

结果见表 2
.

表 2 稳定与不稳定基流对应的最大奇异值的均值 (考虑地形因子 )

优化时段h/
类型

24 30 36 4224 4830 36 妮 48

稳定

不稳定

1
.

33 2

1
.

7 , 5

1
.

43 3

2
.

硕拓 2

1
.

5 39

2
.

3 55

1
.

6 52

2
.

6 80

77 1

服 8

从图 1 (
C
)

,

(d) 和表 2 同样可得类似于上一小节的结论
,

但是非线性稳定
、

非线性不稳定情

形下最大奇异值间的差别没有那么明显
.

3 小结

奇异值的大小受基流非线性稳定性
、

不稳定性的影响很大
.

随着基流不稳定性的加强
、

优

化时段加长
,

最大奇异值增大
.

不稳定情形下 的最大奇异值大于稳定情形下的最大奇异值
,

而

且
,

这种差别随优化时段的加长更加明显
.

这是 因为
,

如果优化时段 比较短 的话
,

扰动没有得

到充分发展
,

各种扰动发展的增长率相差不大
,

因而稳定基流和不稳定基流最大奇异值间的差

别不能突出出来
.
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